Les férmules per a les a es poden incloure
totes dintre d’un mateix esquema. Si
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llavors,
az(x) ar(T(x)),
az(x) = as(T(x)) = ar(T?(x)), ete.

T'(-) no és més que una transformaci6 de I en
si mateix i aix0 fa pensar en la possibilitat d’a-
plicar el teorema ergodic. Cal, pero, trobar la
mesura invariant. Aixo, que no és gens facil, ho
va fer Gauss, que va conjecturar que aquesta
mesura era
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La comprovacié de I'ergodicitat de 1" no és trivi-
al (i Kac no la fa), pero, si ’acceptem, I’aplicaci6
del teorema ergodic a T" porta a resultats forga
sorprenents. Concretament, si prenem la funcio
f(x) = ai(x), el teorema ergodic ens diu que
per a gairebé tot x € I,

lim (ajag--- an)l/" =C,

on C' és una constant que es coneix com a cons-
tant de Khintchine (aquest matematic rus va
ser el primer a trobar-la el 1935 amb metodes
totalment diferents). Observem que el resultat
és forca sorprenent perque ens diu que, per a gai-
rebé qualsevol nombre real de I'interval unitari,
els «digits> del seu desenvolupament en frac-
ci6 continuada regular tenen, asimptoticament,
la mateixa mitjana geometrica! (Els lectors in-
teressats poden consultar el llibre de la mateixa
colleccid, Ergodic Theory of Numbers, K. Da-
jani i C. Kraaikamp, The Carus Mathematical
Monographs, nim. 29, MAA, 2002.)

Finalment, un comentari sobre els proble-
mes. A gairebé totes les seccions del llibre hi
ha les referencies més rellevants i un petit grup
de problemes que estenen els resultats presen-
tats. En alguns casos portant a nous terrenys
d’exploracié. Com Kac mateix diu, <. . .| també
he inclos uns quants problemes. Aquests pro-
blemes sén, en general, dificils i el lector no
s’hauria de desanimar si no els resol sense un
esfor¢ considerable.>
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Racé biografic

Bernhard Riemann (1826-1866)

Bernhard Riemann va néixer el 17 de setembre
de 1826 a Breselenz, un poble situat al nord d’A-
lemanya. De petit no va anar a l’escola, pero el
seu pare, que era pastor lutera, va fer-li de mes-
tre. El 1840, per als estudis de secundaria, ana
primer a I'Institut de Hannover i dos anys des-
prés al de Liineburg. L’any 1846, seguint el desig
del seu pare, va matricular-se a la Universitat de
Gottingen com a estudiant de filologia i teologia,
pero un any després va obtenir el permis pa-
tern per estudiar matematiques; aquest interes
cap a les matematiques li provenia de I’época
de secundaria, quan el director de l'institut de
Liineberg li havia deixat llibres d’Euclides, Ar-
quimedes, Descartes, Newton i Legendre. En
particular, va llegir el tractat sobre teoria de
nombres de Legendre en només sis dies.

Bernhard Riemann.

El 1847 va traslladar-se a Berlin, on rebé
les llicons de Dirichlet sobre analisi i teoria de
nombres, les de Jacobi sobre mecanica i algebra,
i amb Eisenstein estudia les funcions elliptiques.



Acabats els estudis a Berlin, va tornar a Gottin-
gen per entrar com a ajudant al laboratori de
fisica que dirigia Wilhelm Weber, i és en aquest
periode quan comenga el seu interes per la fisica;
d’altra banda, en aquests mateixos anys, va lle-
gir el filosof Johann Herbart, el qual 'influencia
notablement, sobretot en tot allo relacionat amb
la nova manera en que concebé ’espai.

L’analisi complexa és un dels camps més des-
tacats de la produccio cientifica de Riemann. El
novembre de 1851 defensa la tesi doctoral titula-
da <Fonaments per a una teoria general de funci-
ons d’una variable complexa>. En aquest treball
introdui metodes topologics i per a 'analisi de
les funcions multivalorades, les superficies que
avui porten el seu nom. L’altra fita fonamental
en el camp complex fou la publicacié sis anys
més tard al Journal de Crelle de la <Teoria de
funcions abelianes>.

El desembre de 1853, en el procés de la
seva habilitacié com a privatdozent a Gottin-
gen, en una de les memories presentades «Sobre
la representacié d’una funcié per series trigo-
nometriquess introdui allo que avui anomenem
la «integral de Riemann>, i en una altra de les
memories presentades <Sobre les hipotesis en
que es fonamenta la geometria> introdui i ana-
litza el concepte de varietat n-dimensional i les
relacions metriques de les quals és susceptible.

El 1855, 'any en que mor Gauss, la Uni-
versitat de Gottingen havia creat una catedra
a la qual va accedir Dirichlet, qui havia estat
gran mestre de Riemann. I a Dirichlet el succei
Riemann, el 1859.

A la tardor de 1858, en una visita a Gottin-
gen dels matematics italians Brioschi, Betti i
Casorati, Riemann coneix i inicia una llarga
amistat amb Enrico Betti. L’altre gran amic de
Riemann fou el matematic Richard Dedekind,
amb qui solia mantenir llargues converses.

L’any 1859 Riemann fou nomenat membre
de "Académia de Gottingen i membre correspo-
nent de la de Berlin. Es per aquest motiu que
viatja a aquesta ciutat, on visita Weierstrass,
Kummer i Kronecker. Com a treball per a l’en-
trada a l’academia presenta «Sobre el nombre de
nombres primers inferiors a un nombre donats,
que és on es troba enunciada la seva conjectura
sobre la localitzacié dels zeros no trivials de la

funcio zeta, conjectura que fins al dia d’avui (14
d’abril de 2008) encara resta oberta.

Riemann, que fou un matematic de brillant
imaginacio i els treballs del qual obririen molts
dels camins que conduiren cap a la matematica
del segle XX, era una persona de caracter reser-
vat i amb una salut molt debilitada. Quan tenia
trenta-sis anys, el 1862, va casar-se amb Elise
Koch, que era una amiga de les seves germanes.
L’infortuni va fer que, tot just dos mesos des-
prés, Riemann sofris una pleuresia que 'afecta
greument. A partir de llavors comenca una no-
va vida donant menys classes i passant llargues
temporades a Italia, pel seu clima més benigne.

Lapida de B. Riemann al cementiri de Selasca.

El 1863 va anar a Pisa per trobar-se amb Betti,
Beltrami, Briochi i Casaroti i aquest mateix any
nasqué Ida, la seva unica filla. En un tercer vi-
atge a Italia s’establi a Selasca, un bell llogaret
al costat de la ciutat de Verbania que es troba
vorejant el llac Maggiore, i fou en aquest indret
on, quan li faltaven dos mesos per complir qua-
ranta anys, afectat d’una tuberculosi, mori. Era
el 20 de juliol de 1866. Riemann fou enterrat
al cementiri de Selasca, perdo una remodelacid
d’aquest va fer que desaparegués la seva tomba
i avui el que hi ha és una lapida que es troba
penjada a la paret dreta segons s’entra al petit
cementiri, com es pot apreciar a la fotografia
adjunta.

Per a una biografia de Riemann i la se-
va obra, hi ha dos llibres excellents: el de
M. Monastyrsky: Riemann, Topology and Phy-
sics, (Birkhauser, segona edicié 1999) i el de
Detlef Laugwitz: Bernhard Riemann 1826—1866:
Turning Points in the Conception of Mathema-
tics, (Birkhauser, 1999).
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